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ABSTRACT

On finite dimensional, in this paper will show that 2-Banach Space is a Banach space.
This is prove by use Cauchy sequence end convergence properties, Then will be show the e.
xistence of fixed point in 2-banach space, with the first proving existence of fixed point in

banach space.
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PENDAHULUAN

konsep tentang ruang norm-2 pertama
kali di perkenalkan Gahler (Gahler, |965) pa-
da pertengahan tahun 1960. Semenjak saat itu,
Gunawan dan  Mashadj (Gunawan  dan
Mashadi, 2001) dan lainnya mulai mem-
pelajari dan mengembangkan kansep ini de-
ngan berbagai hasil.

Misalkan X ruang vektor atas lapangan
riil dengan dimensi hingga besar sama dua,
vang dilengkapi dengan fungsi norm-2 yaitu
... Il. Sehingga (XL ) disebuw ruang
nomm-2. Selanjutnya jika setiap barisan di ru-
ang norm-I adalah barisan Cauchy dan
konvergen maka ruang norm-2 tersebut dika-
takan sebagai Ruang Banach-2. Ruang Ba-
nach-2 disebut juga dengan rang  norm-2
lengkap.

Pada tulisan ini akan diperlihatkan bah-
wa ruang banach-2 merupakan ruang banach,
Pada ruang banach dapat ditunjukkan kebe-
rdaan titik tetap dengan meman/faatkan kon-
traksi pada sebuah pemetaan, Selanjulnya de-
ngan menggunakan semua hal vang telah
diketahui sebelumnya akan diperlihatkan ke-
beradaan titik etap pada ruang banach-2.

RUANG BANACH-2

Pada bagian ini akan diperkenalkan le-
bih dahulu mengenai ruang norm-2 dan ruang
banach. Kedua konsep tersebut akan digi

‘norm=2

nakan sebagai alat untuk menunjukkan bahwa
ruang banach-2 juga merupakan ruang ba-
nach.

Definisi 1

Misalkan X ruang vektor atas lapangan
riil dengan dimensi d dengan 2 <d < o,
pada X adalah suvatu fungsi
.. ll: X x X = R dan untuk setiap x, v,z € X
berlaku sifat-sifat sebagai berikut:

w.|lx, ¥ll = 0 jika dan hanya jika ¥ dan
¥ bergantung linier
bl vl = Yy, x|

c. |lx.ayll = lalllx ¥, untuk semua
ae i
d. Jlx.y +zll < llx, ¥l + ||x. 2|
Pasangan (X, ||.,. ||} disebut FUAng norm-2

Contoh: Ruang linier riil ® dan ruang li-
nier kompleks €, dimana x — lx| adalah
sebuah norm merupakan ruang norm-2 dj
di R dan di C.

Pada ruang norm-2 juga dapat dibentuk
sebuah barisan. Barisan (x,,) di ruang norm-2
di X dikatakan konvergen ke x jika dan hanva
Jika lim, .. x, =x. Berikut akan ditun-
jukkan beberapa sifat penting dari kekan-
vergenan barisan dan definisi barisan Cauchy.
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Lema 2

Suatu barisan (x,) di ruang norm-2 di X
dikatakan konvergen ke x fika dan hanya fika
limyamllza — %, wll =0,¥i=12, ..

Lema 3

Suatu barisan (x,) di ruang norm-2 di X
dikatakan konvergen ke x jika dan hanya fjika
lim, wallxy — x| =0

Definisi 4

Suatu barisan (x,) di ruang norm-2 & X
dikatakan barisan cauchy Jjika
limpy neollXm — Zne ¥ =0, ¥y EX

Selanjutnya  jika setiap barisan
Cauchy di ruang norm-2 bersifat konvergen
inaka akan membentuk Ruang Banach.

Definisi 5

Ruang norm-2, (X, |l...]|), dikatakan Ruang
Banach jika dan hanya jika untuk setiap
barisan Cauchy di ruang tersebut bersifat
konvergen. Lebih lanjut, Jika setiap barisan
Cauchy tersebut konvergen ke suatu titik di X,
maka disebut ruang banach-2.

Teorema berikut ini akan membuktikan
bihwa Ruang Banach-2 adalah ruang banach.
Pembubktiun  akan dilakukan dengan  me-
manfaatkan barisan Cauchy dan  kekon-
vergenan pada ruang banach.

Teorema 6

Pasangan (X, |.,. ||} adalah Ruang Banach-2
jika dan hanya jika (X,||. ||<) adulah ruang
banach

Bukti : Berdasarkan lema 2 dan lema 3, jelas
bahwa kekonvergenan terhadap ruang norm-
2 X ekivalen dengan kekonvergenan terhadap
ruang norm X,

Selanjutnya berdasarkan definisi ruang ba-
nach-Z, X memiliki barisan {x,) vang
komvergen ke x i X, sehingga berdasarkan
lema 2 diperaleh

“‘m!l'-d:-”-rn =5 -x. u||| = U.\?‘Il. = 1_.2, Fia
Selanjutnva  dengan  lema 5 didapatkan
i el = % llee =10 Jadi barisan

{x,Jadalah barisan Cauchy terhadap ruang
norm X

Dengan definisi ruang banach, X memiliki
barisan  (x,) vang konvergen, dengan
menggunakan lema 2 dan lema 3 didapatkan
limpall, — x, Wl =0 ¥i=12,..,
sehingga

fimlxy — 2, ¥llw =0,¥yEX
n-—e

Jadi barisan (x,)adalah barisan Cauchy
terhadap ruang norm-2 X. ]
TITIK TETAFP PADA RUANG
BANACH-2
Sebelum menunjukkan keberadaan titik
tetap  pada  ruang  banach-2,  akan

diperkenalkan terlebih dahulu kontraksi dari
suatu pemeizan

Definisi 7

Pemetaan T dari ruang norm A terhadap
dirinya sendiri disebut konfraks/ jika terdapat

0<i<l1 sehingga |7 =1l =
Allx = yll, ¥x.y € X.

Contoh: Misalkan f(x) = vx pada interval
A= [1,20). lika x, u ada di A maka

llx — ull
x) = fw)) = |Vx = ul| = —=
If(x) = fFuwli = || W || E
1

- - -

_zllx ul|
diperoleh = 1 Sehingga  flx) adalah
kantraksi. .

Teorema berikut akan memperlihatikan
keberadaan itk tetap pada rvang banch.
Keberadaan titik tetap pada ruang banach
dapat  ditentukan  dengan  memanfaatkan
definisi ruang banach dan  kekonvergenan
pada barisan Cauchy.

Teorema 8

Misalkan X adalah ruane banock dan T
adalal kontrakst i T Maka terdapar titik
tunggal xo di X sehingga T, = x, - Titlk xy
disebut titik tetag di X,

Bukti: Ambil x merupakan elemen tetap di X,
Definisikan  suaty  barisan  (x,) dengan
xp =Ty, xp =T, ¥aqy =T nz L
Misalkan ||x; — x|l = @, maka [lx; — x;|| =
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”T:q _Tx” < Allx; — x|l = Aa  dan  untuk
n = 2 diperoleh
|%ns1 — xall = “Tx.-. = Txﬂ_ll] =

A“xn = xn—l"-
sehingga
; Ixney = xpll = 3;'*';: = Xn-all =
A !Ixﬂ—l —Xn -.'!H < ”xn—?! _Irl—.l“ =
e S A xp =yl = AM|x - x| = A"a,
n=1

Misalkan n =0,1,2,...dan
maka diperoleh :

m=012..

”In ""xu-il-mﬂ = I[xn — Xpy1 t Apgd T X
+ot Xnem-1 — Xnaml|
< lxn = xpall + {04 = Xnazll +-
+“-rn+m—1 = Xnemll
EIIA“+H3“+I + .__+aAn+m-—1
<ad"(1+A+--+4m1
= ad"(1+A+ 2%+ )
1
—| LI,
ad T3
n
1 -4

Lntuk n — e diperoleh A" =0, i
menunjukkan barisan (x,,) adalabh bansan
Cauchy. Karena X adalah ruang banach miaka
barisan (x,) konvergen pada litik x, di X.
Selanjutnya ambil £ > 0 kemudian pilih n
sehingga lx, — x,|l = % dan lIxp-1 — xall =

=da Jd=Ad<l

g. maka
- T,ul[ = ||xg — x, + %, — T;u”
=Ty, |

= lIxa = xnll + ||Te,, = T, |l

||-‘n

< llxg — xqll + ” Xn

S "J.'u. = -x.n:H + "”lxn+1 = x?!“

ladixp, =T,,.

Misalkan titik tetap di ruang banch-2 tidak
tunggal yaitu xp dan yy di X den o xg # py,
maka T, =X, dan T, =y, T kontraksi
maka terdapat A€ R dengan D=4 <1

sehingga  beddaku  Jlry— yoll = |7y, =
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Tyoll = Allxg = yoll, sehingga [lxg — wyll <
Allxg — yoll. Karena 0 <A < 1 hanva akan
terpenuhi bila ||xg — ypll = 0 maka x5 = 3,
jadi kontradiksi dengan x, # y,. Jadi titik
tetap pada ruang banach tunggal. =

Hasil utama dari tulisan ini adalah kebe-
raaan titik tetap pada ruang banach-2. Teo-
rema ini telah pernah dibuktikan dengan cara
yang berbeda oleh Duta (Duta, 2010) dan oleh
Gunawan dan  Mashadi (Gunawan dan
Mashadi,2001),

Teorema 9 (Utama)

Misal (X, |l.,.ll) adolah Ruang Banach-2 dan
missal T adalah pemetaan sendiri terhadap X,
sedemikian  hingga  ||Ty = Ty|| < Allx -
»z Vryzek, A adalah konstama (0.1) maka
T punya tirik tetap tungeal di X,

Bukti:

Pada norm, pemetaan T memenuhi ||T, -
Fy=dr—yoo, Vryel Karvena X .. adalah
ruang banach, sehingga berdasarkan teorema
B, T punya titik tetap tumpgal di X
Selanjutnya  diketahui  bahwa (X, [... |
adalah ruang hanach-2 merupakan ruang
banach, sehingga rua.p banach2  juga
mempunyai titik tetap di X dan tunggal,

]

KESIMPULAN

Pada tulisan ini telah dibahas mengenai
ruang banach-2 yang merupakan ruang ba-
nach. Dengan fakta tersebut, didapatkan ke-
beradaan titik tetap pada ruang banach. De-
ngan menggunakaan keberdaan titik  tetap
pada ruang banach, juga dapat ditentukan ke-
berdaan titik tetap pada ruang banach-2

DAFTAR KEPUSTAKAAN

Bill, Jacob. Linier Algebra. 1987,
Freeman and Company, USA: AGQ

S. GhAghler. 1965, Linear Z-normietre
RAame, Math. Nachr; 28,

Hendra, Gunawan dn MAshadi 20001, On
Finite Dimensional 2-normed  space,
Soochow. Jowrnal of Mathematic, Val,
PR

WH



Ika Metiza Maris, Keberadaan Titik Tetap pada Ruang Banach-2

Hemen Duta. 2010. On Some 2-Banach Robert G. Bartle. 1975, The Element of Real

Space. General Mathematic, Vol |8, Analysis, Second Edition. Urbana:
No. 4, Wiley International Edition.

Howard, Anton. 1998 Aljabar Linier Ele- W.A Light, 1990: dn Introduction to Abstract
menter, Edisi Kelima, Jakarta: Penerbit Analysis. Conwall: T, Press,
Erlangga.

140



